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JCCION. Las series clasicas de Taylor fueron publicadas por vez primera por un
discipulo de Newton llamado Brook Taylor (1685-1731) en su Methodus
incrementorum de 1715. Taylor obtuvo la serie suya después de un
argumento basado en la interpretacion de la féormula de interpolacion de
Gregory- Newton. Si X=Xo+n dx la féormula de interpolacion da:
y=f(Xo+n dx)
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Taylor considera hacer que el limite de dx — 0; n—>00 mientras que Xo
y X permanecen constantes:
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Para evaluar el limite Taylor propone substituir:

Ax = x=xy = x(h)-x(0) = x o
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DESARROLO La funcién p(x)=a0+alx+a2x2+.......... +anxn, en la que los coeficientes
TEORICO ak son constantes, se llama polinomio de grado n. En particular y=ax+b

es un polinomio de primer grado e y=ax2+bx+c es un polinomio de
segundo grado. Los polinomios pueden considerarse las funciones mas
sencillas de todas. Para calcular su valor para una x dada, necesitamos
emplear unicamente las operaciones de adicion, sustraccion y
multiplicacidn; ni siquiera la division es necesaria. Los polinomios son
funciones continuas para todo x y tienen derivadas de cualquier orden.
Ademas la derivada de un polinomio es también un polinomio de grado
inferior en una unidad, y las derivadas de orden n+1 y superiores de un
polinomio de grado n son nulas.

Si a los polinomios afiadimos las funciones de la forma y=p(x)/q(x)
(cociente de polinomios, para cuyo calculo necesitamos también de la
division), las funciones raiz cuadrada de x y raiz cubica de x, y
finalmente, las combinaciones aritméticas de los tipos anteriores,
obtenemos esencialmente las funciones cuyos valores pueden
calcularse por métodos aprendidos en el bachillerato.

A este nivel se tienen nociones de algunas otras funciones tales como
log(x), sen(x), ex, ..., pero, aunque se estudian sus propiedades mas
importantes, no se da una respuesta a las preguntas: ;Coémo
calcularlas? ;Qué clase de operaciones, por ejemplo, es necesario
realizar sobre la x para obtener log(x) o sen(x)?. La respuesta a estas
preguntas la proporcionan los métodos desarrollados por el analisis
matematico. Examinemos uno de estos métodos

Formula de Taylor

Sea f(x) una funcionn definida en un intervalo que contiene al punto a,
con derivada de todos los érdenes.

El polinomio de primer grado p,(x) = f(a) + f' (a) (x-a) tiene el mismo
valor que f(x) en el punto x=a y también, como se comprueba facilmente,
la misma derivada que f(x) en este punto. Su grafica es una recta tangente
a la grafica de f(x) en el punto a.

Es posible elegir un polinomio de segundo grado, p,(x) =f(a) + f' (a)
(x-a) + 2% f'' (a) (x-a)?, tal que en el punto x=a tenga el mismo valor
que f(x) y valores también iguales para su primera y segunda
derivadas. Su grafica en el punto a se acercara a la de f(x) mas que la
anterior. Es natural esperar que si construimos un polinomio que en
x=a tenga las mismas n primeras derivadas que f(x) en el mismo punto,
este polinomio se aproximard mas a f(x) en los puntos x préximos a a.



Asi obtenemos la siguiente igualdad aproximada, que es la formula de
Taylor:

f(x) -# f(a) + £'(a) (x-a) + (1/2!) £ '(a) (x-2)> + ... + (I/n!) f
“a) (x-2)"

El segundo miembro de esta formula es un polinomio de grado n en (x-a).
Para cada valor de x puede calcularse el valor de este polinomio se se
conocen los valores de f(a) y de sus n primeras derivadas.

Para funciones que tienen derivada (n+1)-ésima, el segundo miembro de
esta formula, como se demuestra facilmente, difiere del primero en una
pequenia cantidad que tiende a cero mas rapidamente que (x-a)". Ademas
, es el tnico polinomio de grado n que difiere de f(x), para X proximo a a,
en un valor que tiende a cero (cuando x tiende a a) mas rapidamente que
(x-a)"

Si f(x) es un polinomio algebraico de grado n, entonces la igualdad
aproximada anterior es una verdadera igualdad.

Para que sea exacta la igualdad aproximada anterior, debemos afiadir al
segundo miembro un término mas, llamado resto:

f(x) = fa)+f (@)(x-a)+(1/2!) ' '(a)(x-a)>+ ...... +(1/n!) f
(n)(a)(x_a)n+(1/(n+1)!) f(n+1)(c)(x_a)n+1

El resto tiene la peculiaridad de que la derivada que en é¢l aparece debe
calcularse en cada caso, no en el punto a, sino en un punto ¢
convenientemente elegido, desconocido, pero interior al intervalo de
extremos a y X.

La demostracion de la igualdad anterior es bastante engorrosa, aunque
sencilla en esencia.

Las leyes naturales pueden expresarse, por regla general, con buena
aproximacion por funciones derivables un niumero arbitrario de veces, y
por ello pueden ser aproximadas por polinomios cuyo grado viene
determinado por la precesion deseada.

La féormula de Taylor, que abre el camino para la mayoria de los calculo
en el analisis aplicado, es muy importante desde el punto de vista
practico.

Laidea de aproximar una funcién mediante polinomios o de representarla
como suma de un nimero finito de funciones mas sencillas alcanzé un
gran desarrollo en el andlisis, donde constituye ahora una rama
independiente: la teoria de la aproximacion de funciones.
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PROGRAMA '

PROGRAMA PARA RESOLVER PROBLEMAS DE PAGINA DE
CURSO

'

LET A3=0 'Asignaci¢n de variables

LET A4=0

LET A2=0

LET A1=0

LET A0O=0

LETY0=0

LET X0=0

LETB1=0

LETB2=0

LETB3=0

PRINT "Programa para la tarea de series de Taylor"
PRINT " "

PRINT "EI programa requiere del punto donde se hace"
PRINT "la aproximaci¢n, su valor y el nfmero de"
PRINT "derivadas (maximo hasta la tercera) que se"
PRINT "quiera aportar. Si no quiere aportar m s,"
PRINT "ingrese cero en el valor de dichas derivadas"
PRINT " ----"

PRINT " "

INPUT "Dame el valor de la funci¢n: ", Y1

INPUT "(En que punto? ", X0

INPUT "(Cual es el valor de la primera derivada? ", Bl
INPUT "(Cual es el valor de la segunda derivada? ", B2
INPUT "(EI valor de la tercera? ", B3

Al1=B3/6 ‘Valores de los coeficientes de la serie
A2=B2/2-3*X0*B3/6
A3=3*X0*X0*B3/6-2*X0*B2/2+BI
A4=X0*X0*B2/2-X0*X0*X0*B3/6-X0*Bl+Y0



PRINT "La serie de Taylor queda como:'
PRINT A1, "* x"3"

PRINT A2, "* x2"

PRINT A3, "* x"

PRINT A4

CONCLUSION La serie de Taylor se resume en:
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y es muy util para reducir funciones complejas a formas polinomiales
sencillas, pero como su definicion dice, se necesita un nimero infinito
de términos.
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